
Ïîñòðîåíèå òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîêäëÿ îáëàñòåé ñ çàäàííûìèïîâåðõíîñòíûìè òðèàíãóëÿöèÿìèÀ. À. Äàíèëîâ�Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òåòðàýäðàëüíîéñåòêè äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ñ çàäàííîé òðèàíãóëÿ-öèåé íà ãðàíèöå. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà-÷è, îñíîâàííûé íà àëãîðèòìå ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà èíàäåæíîì àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîêäëÿ ìíîãîãðàííèêîâ.1. ÂâåäåíèåÏîñòðîåíèå ñåòîê ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç øàãîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóþòíåñòðóêòóðèðîâàííûå òåòðàýäðàëüíûå ñåòêè, òàê êàê ñ èõ ïîìîùüþïðîùå äèñêðåòèçèðîâàòü ñëîæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáëàñòè. Îäíèìèç ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ãåîìåòðèè îáëàñòè ìîæåò ñëóæèòü èñïîëüçîâà-íèå äèñêðåòèçàöèè åå ãðàíèöû. Â êà÷åñòâå äèñêðåòèçàöèè ãðàíèöûìîæåò âûñòóïàòü ïîâåðõíîñòíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ. Âî ìíîãèõ ïðèëîæå-íèÿõ âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåòðàýäðàëüíîé ñåòêè ñçàäàííîé �èêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèåé. Íàïðèìåð,ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòÿìè çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, èëè ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìåòü îäèíà-êîâóþ äèñêðåòèçàöèþ íà èíòåð�åéñå ìåæäó äâóìÿ îáëàñòÿìè.Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êîí�îðìíîéòåòðàýäðàëüíîé ñåòêè äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ñ çàäàííîé òðèàí-�Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �ÀÍ



120 À. À. Äàíèëîâ
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�èñ. 1. Ïðèçìà S
h�onhardt'à. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåòðàýäðàëüíîé ñåòêèñ çàäàííîé ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèåé íåîáõîäèìî äîáàâèòü õîòÿáû îäíó âåðøèíó âíóòðè ïðèçìû. (íà ðèñ. ñêðûòû ðåáðà 3-4)ãóëÿöèåé íà ãðàíèöå. �ðàíè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîí�îðì-íîé, ò.å. ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî èìåþòðîâíî îäíó îáùóþ âåðøèíó, ëèáî èìåþò öåëîå îáùåå ðåáðî. Ïîñòðî-åííàÿ òåòðàýäðàëüíàÿ ñåòêà òàêæå äîëæíà áûòü êîí�îðìíîé � ëþ-áûå äâà òåòðàýäðà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî èìåþò ðîâíî îäíóîáùóþ âåðøèíó, ëèáî öåëîå îáùåå ðåáðî, ëèáî öåëóþ îáùóþ ãðàíü.Â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé ìíî-ãîóãîëüíèê ìîæåò áûòü ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè ñ ïîìîùüþ äèà-ãîíàëåé áåç äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âíóòðåííèõ òî÷åê [1℄. Âòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äàæå äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ àíà-ëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî [2℄ (ñì. �èñ. 1), îäíàêî íàëè÷èå õîòÿáû îäíîé âíóòðåííåé òî÷êè ðåøàåò ïðîáëåìó äëÿ âûïóêëûõ ìíî-ãîãðàííèêîâ [3℄. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òåòðàýä-ðàëüíîé ñåòêè ïðè óñëîâèè âîçìîæíîñòè äîáàâëåíèÿ íîâûõ âåðøèíâíóòðè îáëàñòè [4℄.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî ìåòîäîâ äëÿ ïîñòðî-åíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê, îñíîâàííûõ íà òåòðàýäðàëüíîìðàçáèåíèè Äåëîíå, è íà ìåòîäå ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà. Àëãîðèòìû,îñíîâàííûå íà òåòðàýäðàëüíîì ðàçáèåíèè Äåëîíå, ãàðàíòèðóþò ñî-õðàíåíèå çàäàííîé ãðàíèöû îáëàñòè òîëüêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Åñ-ëè íà ãðàíèöå âûïóêëîé îáëàñòè ëþáûå äâà ñîñåäíèõ òðåóãîëüíèêàëåæàò â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ, òî òåòðàýäðàëüíîå ðàçáèåíèå Äåëîíå



Ïîñòðîåíèå òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê 121áóäåò èìåòü çàäàííûé ñëåä íà ãðàíèöå îáëàñòè. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿâîññòàíîâëåíèÿ òðèàíãóëÿöèè íà ãðàíèöå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíûëîêàëüíûå ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè [5℄. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû èçìåëü÷å-íèÿ ñåòêè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ãðàíèöû [6℄, à òàêæå ìåòîäû ïîñòðî-åíèÿ òåòðàýäðàëüíûõ ðàçáèåíèé Äåëîíå ñ îãðàíè÷åíèÿìè [7℄. Ìåòîäïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà [8℄, íàïðîòèâ, îòëè÷íî ðàáîòàåò îêîëî ïðî-èçâîëüíîé ãðàíèöû îáëàñòè, íî ìîæåò ñòîëêíóòüñÿ ñ ïðîáëåìàìèâíóòðè îáëàñòè. Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì âèäèòñÿ êîìáèíàöèÿìåòîäîâ Äåëîíå è ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà [9℄.Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âàæíà ðåãóëÿðíîñòü ïî-ñòðîåííîé ñåòêè, òî åñòü ìàëîå îòêëîíåíèå ïîñòðîåííûõ òåòðàýäðîâîò ðàâíîñòîðîííèõ. Åñëè ïîâåðõíîñòíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè óæåÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåðåãóëÿðíîé, òî ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðíîé òåòðàýä-ðàëüíîé ñåòêè ñ çàäàííîé òðèàíãóëÿöèåé íà ãðàíèöå ÿâëÿåòñÿ íåðàç-ðåøèìîé çàäà÷åé. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ áîëåå ïðàêòè÷íûì ïîäõîäîììîæåò áûòü ïðåäâàðèòåëüíîå ïåðåñòðîåíèå è óëó÷øåíèå ïîâåðõíîñò-íîé òðèàíãóëÿöèè [10℄.Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ÷àñòåé.Ïåðâàÿ ÷àñòü îñíîâàíà íà àëãîðèòìå ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà [10℄ èèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëüøåé ÷àñòè òåòðàýäðàëüíîé ñåò-êè. Âòîðàÿ ÷àñòü ìåòîäà îñíîâàíà íà êîíñòðóêòèâíîì äîêàçàòåëü-ñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ òåòðàýäðàëüíîé ñåòêè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî-ãðàííèêà [4, 11℄. Âìåñòå ýòè äâà àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿþò íàäåæíûéñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê äëÿ îáëàñòåé ñ çàäàííûìèïîâåðõíîñòíûìè òðèàíãóëÿöèÿìè. Â ðàçäåëå 2 áóäåò êðàòêî îïèñàíàëãîðèòì ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà. Â ðàçäåëå 3 áóäåò îïèñàí âòîðîé,íàäåæíûé àëãîðèòì. Â ðàçäåëå 4 îáñóæäàþòñÿ ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿðåãóëÿðíûõ ñåòîê.2. Àëãîðèòì ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòàÂ êà÷åñòâå îñíîâíîãî àëãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåòðàýäðàëü-íîé ñåòêè áûë âûáðàí àëãîðèòì ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà [10℄. Ýòîòàëãîðèòì ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè, íà-çûâàåìîé íà÷àëüíûì �ðîíòîì. Ó òðåóãîëüíèêîâ �ðîíòà èìååòñÿîðèåíòàöèÿ, îíà îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîäâè-



122 À. À. Äàíèëîâæåíèÿ �ðîíòà. Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ìíîãîøàãîâûì. Íà êàæäîì åãîøàãå ñòðîèòñÿ îäèí òåòðàýäð íà ãðàíèöå �ðîíòà, ïðè ýòîì �ðîíòñäâèãàåòñÿ âíóòðü îáëàñòè. Ïîñëå êàæäîãî øàãà òåêóùèé �ðîíò îò-äåëÿåò ïîñòðîåííóþ òåòðàýäðàëüíóþ ñåòêó îò îñòàâøåéñÿ îáëàñòè.Àëãîðèòì ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà íå ãàðàíòèðóåò ïîñòðîåíèå òåòðà-ýäðàëüíîé ñåòêè äëÿ âñåé çàäàííîé îáëàñòè. Äëÿ ðàçáèåíèÿ îñòàâ-øåéñÿ ÷àñòè èñïîëüçóåòñÿ âòîðîé, áîëåå íàäåæíûé è ìåäëåííûé àë-ãîðèòì, ðàññìîòðåííûé â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.Àëãîðèòì ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà ñòðîèò ïî îäíîìó òåòðàýäðó íàêàæäîì øàãå. Èç �ðîíòà âûáèðàåòñÿ òðåóãîëüíèê ñ ñàìîé ìàëåíü-êîé ïëîùàäüþ. Èç åãî öåíòðà ìàññ ïðîâîäèòñÿ íîðìàëü âíóòðü îáëà-ñòè. Íà íîðìàëè âûáèðàåòñÿ ÷åòâåðòàÿ òî÷êà áóäóùåãî òåòðàýäðà âñîîòâåòñòâèè ñ æåëàåìûì ðàçìåðîì ýëåìåíòîâ ñåòêè â äàííîé òî÷êå.Åñëè ïîñòðîåííûé òåòðàýäð ïåðåñåêàåò òåêóùèé �ðîíò, òî íà÷èíà-åòñÿ ïåðåáîð âîçìîæíîãî ïîëîæåíèÿ ÷åòâåðòîé âåðøèíû òåòðàýäðàñðåäè ñîñåäíèõ âåðøèí �ðîíòà. Åñëè ïîñëå ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæ-íûõ êàíäèäàòîâ òåòðàýäð òàê è íå áóäåò ïîñòðîåí, òî âåñü øàã ïî-âòîðÿåòñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà, ãäå èç �ðîíòà âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùèéòðåóãîëüíèê. Êîãäà âñå òðåóãîëüíèêè �ðîíòà áóäóò ðàññìîòðåíû, èíè íà îäíîì èç íèõ íå ïîëó÷èòñÿ ïîñòðîèòü òåòðàýäð, àëãîðèòì îñòà-íàâëèâàåòñÿ. Îñòàâøèéñÿ �ðîíò áóäåò îãðàíè÷èâàòü íåðàçáèòóþ îá-ëàñòü. Òåòðàýäðàëüíàÿ ñåòêà âíóòðè ýòîé îáëàñòè áóäåò ïîñòðîåíà ñïîìîùüþ íàäåæíîãî àëãîðèòìà.Ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ âåðøèí ïîääåðæèâàåòñÿ ñëåäóþùåå äî-ïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: äîáàâëåíèå íîâîé âåðøèíû íå äîëæíî óìåíü-øàòü íàèìåíüøåå èç ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè �ðîí-òà. Åñëè ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ïðîäâèæåíèè �ðîíòà,òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñåòêè áóäåò îãðà-íè÷åíî ñíèçó íàèìåíüøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè íà÷àëü-íîãî �ðîíòà. Â êîíå÷íîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíûì �ðîí-òîì, ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí ñåò-êè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî òåòðàýäðîâ òàêæå áóäåò îãðàíè÷åíî,÷òî ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Â ÷àñòíî-ñòè ïîääåðæèâàåìîå óñëîâèå íà ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè íà-êëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà âîçìîæíûé ðàçìåð òåòðàýäðîâ â ñåòêå.



Ïîñòðîåíèå òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê 123Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðèîðèòåòíûì, ÷åì ïîä-äåðæàíèå æåëàåìîãî ðàçìåðà ýëåìåíòîâ â ñåòêå. Ïðåäëîæåííûé àë-ãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíûõ èëèðàçãðóáëÿþùèõñÿ ñåòîê. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê ìîæåòáûòü íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ àëãîðèòìîâ äëÿ ïåðåñòðîå-íèÿ ïîëó÷åííîé ñåòêè [14, 15℄.Â êîíöå ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîâîäèòñÿ ðàçãëàæèâàíèå ñåòêè. Äëÿêàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû ñåòêè âû÷èñëÿåòñÿ öåíòð ìàññ åå ñîñå-äåé, è âíóòðåííèå âåðøèíû ñäâèãàþòñÿ â íîâûå ïîñ÷èòàííûå ïîëî-æåíèÿ. Ñäâèã âûïîëíÿåòñÿ, åñëè íå íàðóøàåòñÿ êîí�îðìíîñòü ñåò-êè. Îïåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ åùå ðàç, íî ïðè ýòîì âåðøèíû ñäâèãàþòñÿëèøü íà ïîëîâèíó âåêòîðà, çàòåì íà òðåòü, ÷åòâåðòü è ò.ä. Óìåíüøå-íèå ìíîæèòåëåé ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íàðóøåíèÿ êîí�îðìíîñòè ñåò-êè ïðè ñäâèãå âåðøèí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñõîäèìîñòü ðÿäà ∑
1

níå îãðàíè÷èâàåò ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ìîæåò ñäâèíóòüñÿ âåðøèíà.Äåëàåòñÿ îò 5 äî 10 îïåðàöèé ðàçãëàæèâàíèÿ ñåòêè.3. Íàäåæíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òåòðàýäðàëü-íûõ ñåòîêÂ ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò àëãîðèòìà [4, 11℄, ïðåä-íàçíà÷åíîãî äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ïîñòðîåíèÿ êîí�îðìíîé òåòðàýä-ðàëüíîé ñåòêè âíóòðè ìíîãîãðàííèêà ñ çàäàííûì ñëåäîì íà ãðàíèöå.Àëãîðèòì ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ñíà÷àëà íà ìíîæåñòâå íà÷àëüíûõâåðøèí ñòðîèòñÿ òåòðàýäðàëüíîå ðàçáèåíèå Äåëîíå (ðàçäåë 3.1). Äà-ëåå ïðîâîäèòñÿ ïîèñê íåäîñòàþùèõ ãðàíåé â ïîñòðîåííîé ñåòêå, íàãðàíèöå îáëàñòè ñòðîÿòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (ðàçäåë 3.2). Â êîíöåïîñòðîåííûå íîâûå âåðøèíû ñäâèãàþòñÿ âíóòðü îáëàñòè, âîññòàíàâ-ëèâàÿ òðåáóåìóþ ãðàíè÷íóþ òðèàíãóëÿöèþ (ðàçäåë 3.3).3.1. Òåòðàýäðàëüíîå ðàçáèåíèå Äåëîíå. Îñíîâíàÿ öåëü ïåð-âîé ÷àñòè àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîé òåòðà-ýäðàëüíîé ñåòêè íà íàáîðå âåðøèí èç çàäàííîé ïîâåðõíîñòíîé òðè-àíãóëÿöèè. Òåòðàýäðàëüíàÿ ñåòêà Äåëîíå äëÿ íàáîðà âåðøèí â ïðî-ñòðàíñòâå � ýòî òàêîå ðàçáèåíèå, ÷òî íèêàêàÿ âåðøèíà íå ïîïàäàåòâíóòðü íè îäíîé èç ñ�åð, îïèñàííûõ âîêðóã òåòðàýäðîâ [12℄.



124 À. À. ÄàíèëîâÄëÿ ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíïðîñòåéøèé ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì [13℄. Âíà÷àëå èñêóññòâåííîââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå 8 âåðøèí ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïè-ïåäà, ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþùåãî èñõîäíûé íàáîð òî÷åê. Ýòîò ïàðàë-ëåëåïèïåä ñ 8 óçëàìè ðàçáèâàåòñÿ íà òåòðàýäðû, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèþ Äåëîíå. Äàëåå íà êàæäîì øàãå âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíàÿ âåð-øèíà èç èñõîäíîãî íàáîðà. Åñëè âåðøèíà ïîïàëà âíóòðü îäíîãî èçòåòðàýäðîâ, òî ýòîò òåòðàýäð äåëèòñÿ ýòîé âåðøèíîé íà ÷åòûðå ÷à-ñòè. Åñëè âåðøèíà ïîïàëà íà îáùóþ ãðàíü äëÿ äâóõ òåòðàýäðîâ, òîòåòðàýäðû äåëÿòñÿ íà òðîéêè. Åñëè âåðøèíà ïîïàëà íà îáùåå ðåáðîäëÿ íåñêîëüêèõ òåòðàýäðîâ, òî êàæäûé òåòðàýäð äåëèòñÿ ýòîé âåð-øèíîé íà ïàðó òåòðàýäðîâ. Äàëåå ïðîâîäÿòñÿ ëîêàëüíûå ïðîâåðêèíà ñîîòâåòñòâèå óñëîâèþ Äåëîíå. Åñëè óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òîïðîâîäèòñÿ ïåðåñòðîåíèå òåòðàýäðîâ [13℄.Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíî òåòðàýäðàëüíîå ðàçáèåíèå ñ âåðøè-íàìè èç èñõîäíîãî íàáîðà âåðøèí. Èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ñëåäó-åò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñåòêà áóäåò êîí�îðìíîé, è áóäåò óäîâëåòâîðÿòüóñëîâèþ Äåëîíå. Íî àëãîðèòì íå ãàðàíòèðóåò ñîâïàäåíèå òðåáóåìîéïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè ñ ïîëó÷åííîé ñåòêîé. ×àñòü ðåáåð èòðåóãîëüíèêîâ èç èñõîäíîé ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè ìîæåò îò-ñóòñòâîâàòü â ïîñòðîåííîé òåòðàýäðàëüíîé ñåòêå Äåëîíå. Ýòè íåäî-ñòàþùèå ýëåìåíòû áóäóò äîáàâëåíû â ñëåäóþùåé ÷àñòè àëãîðèòìà.3.2. �àçáèåíèå ãðàíè÷íîé òðèàíãóëÿöèè. Âî âòîðîé ÷àñòè àë-ãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê íåäîñòàþùèõ ðåáåð è òðåóãîëüíèêîâçàäàííîé ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîñëåäî-âàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå íåäîñòàþùèå ðåáðà. Äëÿ òðåáóåìîãîðåáðà AB è èìåþùèõñÿ òåòðàýäðîâ ñ âåðøèíîé A ñóùåñòâóþò ñëå-äóþùèå âîçìîæíîñòè:1. �åáðî AB ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåáðîì, âûõîäÿùèì èç A , äëÿíåñêîëüêèõ òåòðàýäðîâ âîêðóã A . Â ýòîì ñëó÷àå AB óæå öå-ëèêîì ïðèñóòñòâóåò â ïîñòðîåííîé ñåòêå.2. �åáðî AB ïðîõîäèò ïî îäíîé èç ãðàíåé òåòðàýäðà ñ âåðøèíîéâ A . Èíà÷å ãîâîðÿ, AB ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåêîòîðûì ðåáðîì CDâ ïîñòðîåííîé ñåòêå. Â ýòîì ñëó÷àå äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà
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B�èñ. 2. �åáðî ïðîõîäèò ïî ãðàíè òåòðàýäðà: à) ðåáðî AB ïåðåñåêà-åòñÿ ñ ðåáðîì CD â òî÷êå P ; á) òåòðàýäðû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðûòåòðàýäðîâ.
P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AB è CD . Êàæäûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì
CD äåëèòñÿ íà ïàðó òåòðàýäðîâ ñ ðåáðàìè CP è PD . Â ÷àñò-íîñòè äåëÿòñÿ è òåòðàýäðû, ñ âåðøèíîé â A , òàêèì îáðàçîìîòðåçîê AP ïîïàäàåò â ñåòêó (ñì. �èñ. 2). Äàëåå ðàññìàòðèâà-åòñÿ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü PB è âåðøèíà P .3. �åáðî AB ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííîñòü îäíîãî òåòðàýäðà ñâåðøèíîé A , è ïåðåñåêàåò ïðîòèâîïîëîæíóþ ãðàíü â íåêî-òîðîé òî÷êå. Â ýòîé òî÷êå ñîçäàåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà P , äâàòåòðàýäðà, ãðàíè÷àùèå ïî ýòîé ãðàíè, äåëÿòñÿ êàæäûé íà òðè÷àñòè. Ïîñëå ýòîé îïåðàöèè îòðåçîê AP ïîïàäàåò â ñåòêó, è äà-ëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü PB è âåðøèíà P (ñì.�èñ. 3).Îïèñàííûå îïåðàöèè ìîãóò èçìåëü÷àòü ðåáðà â òåòðàýäðàëüíîéñåòêå, íî íå óäàëÿþò èõ èç íåå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîáàâëåíèè âñåòêó î÷åðåäíîãî ðåáðà èç çàäàííîé ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèèãàðàíòèðóåòñÿ ñîõðàííîñòü óæå äîáàâëåííûõ ðåáåð.Ïîñëå äîáàâëåíèÿ âñåõ íåîáõîäèìûõ ðåáåð ïîëó÷åííàÿ ñåòêàïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ êîí�îðìíîé. Òåïåðü ðàññìàòðèâàþòñÿ òðå-óãîëüíèêè èç èñõîäíîé ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè îäèí çà äðó-ãèì. Äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà åãî ðåáðà èëè èõ ðàçáèåíèÿ óæåíàõîäÿòñÿ â ñåòêå. Îäíàêî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ãðàíè èìå-þùåéñÿ ñåòêè íå ïîêðûâàþò òðåáóåìûé òðåóãîëüíèê ïîëíîñòüþ, â
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�èñ. 3. �åáðî ïðîõîäèò ÷åðåç òåòðàýäð: à) ðåáðî AB ïåðåñåêàåò ãðàíüâ òî÷êå P ; á) òåòðàýäð ðàçáèâàåòñÿ íà òðè òåòðàýäðà; â) ñîñåäíèéòåòðàýäð òàêæå ðàçáèâàåòñÿ; ã) ïåðåõîä ê îòðåçêó PB .ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ îäíî èëè íåñêîëüêî ðåáåð, ïåðåñåêàþùèõ ýòîòòðåóãîëüíèê. Êàæäîå èç òàêèõ ðåáåð äîëæíî áûòü ðàçäåëåíî íàäâà îòðåçêà ñ ïîìîùüþ íîâûõ âåðøèí íà ïåðåñå÷åíèè ðåáðà è ïëîñ-êîñòè òðåóãîëüíèêà. Ñîîòâåòñòâóþùèå òåòðàýäðû ïðè ýòîì òàêæåðàçáèâàþòñÿ. Ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò åùå áîëüøå èçìåëü÷èòü ðåáðàè òðåóãîëüíèêè â ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè, íî íå óäàëÿåò èõèç òåòðàýäðàëüíîé ñåòêè. Òî åñòü ñîõðàííîñòü óæå ðàññìîòðåííûõðåáåð è òðåóãîëüíèêîâ ãàðàíòèðóåòñÿ.Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíà áîëåå ìåëêàÿ êîí�îðìíàÿ ñåòêà,ïðè÷åì âñå òðåóãîëüíèêè çàäàííîé ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè áó-äóò â íåé ïðèñóòñòâîâàòü â âèäå ðàçáèåíèÿ. Íà ýòîì ýòàïå ìîæíîóäàëèòü èç òåòðàýäðàëüíîé ñåòêè òå òåòðàýäðû, êîòîðûå íå ëåæàòâíóòðè çàäàííîãî ìíîãîãðàííèêà. Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò ïåðåíîñíîâûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðü îáëàñòè.



Ïîñòðîåíèå òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê 1273.3. Âîññòàíîâëåíèå ãðàíè÷íîé òðèàíãóëÿöèè. Â ïîñëåäíåé÷àñòè àëãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåíîñ íîâûõ âåðøèí âíóòðü îáëà-ñòè. Ñíà÷àëà ïåðåíîñÿòñÿ âåðøèíû, ëåæàùèå âíóòðè ãðàíåé, çàòåìâåðøèíû, ëåæàùèå íà ðåáðàõ.Ïóñòü âåðøèíà P ëåæèò âíóòðè ãðàíè ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãó-ëÿöèè. Òåòðàýäðû ñ âåðøèíîé â P îáðàçóþò íåêîòîðóþ îáîëî÷êó âî-êðóã P , ãðàíèöà ýòîé îáîëî÷êè ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Îäíà ÷àñòüñîñòîèò èç òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíîé P , ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòèîáëàñòè, è îáðàçóþùèõ íåêîòîðûé ìíîãîóãîëüíèê, âòîðàÿ ÷àñòü ñî-ñòîèò èç îñòàëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Òàê êàê â ðàññìîòðåííîé îáîëî÷-êå êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òåòðàýäðîâ, è èõ îðèåíòèðîâàííûå îáúåìûñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ îêðåñò-íîñòü òî÷êè P , âíóòðè êîòîðîé âîçìîæíî ïåðåìåùåíèå âåðøèíû Pñ ñîõðàíåíèåì ïîëîæèòåëüíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ îáúåìîâ ó òåò-ðàýäðîâ. Ïîñëå ñäâèãà âåðøèíû âíóòðü îáëàñòè â ïðåäåëàõ ýòîéîêðåñòíîñòè îñòàíåòñÿ íåðàçáèòàÿ ÷àñòü îáëàñòè â âèäå ïèðàìèäûñ âåðøèíîé P è îñíîâàíèåì â âèäå ìíîãîóãîëüíèêà íà ïîâåðõíîñòèîáëàñòè. Ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè ñ ïîìî-ùüþ äèàãîíàëåé áåç äîáàâëåíèÿ íîâûõ âåðøèí [1℄, ñëåäîâàòåëüíî,ïèðàìèäó ìîæíî ðàçáèòü íà òåòðàýäðû áåç äîáàâëåíèÿ íîâûõ âåð-øèí. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíà êîí�îðìíàÿ òåòðàýäðàëüíàÿ ñåò-êà äëÿ òîé æå îáëàñòè, ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì âåðøèí, íî îäíà èçâåðøèí áóäåò ïåðåìåùåíà âíóòðü îáëàñòè (ñì. �èñ 4). Ýòîò ïðîöåññïîâòîðÿåòñÿ äëÿ âñåõ âåðøèí, ëåæàùèõ âíóòðè òðåóãîëüíèêîâ ïî-âåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè.Ïóñòü òåïåðü âåðøèíà P ïîïàëà íà ðåáðî ïîâåðõíîñòíîé òðè-àíãóëÿöèè. Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí óæå ðàññìîòðåííîìó. �ðàíèöàîáîëî÷êè èç òåòðàýäðîâ áóäåò ñîñòîÿòü èç òðåõ ÷àñòåé: äâóõ ïîâåðõ-íîñòíûõ è îäíîé âíóòðåííåé. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ñäâèãà âíóòðüîáëàñòè îñòàíåòñÿ äâå ïèðàìèäû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçáèòû íàòåòðàýäðû áåç äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âåðøèí. Ñäâèãàÿ ïî î÷å-ðåäè âñå âåðøèíû âíóòðü îáëàñòè, â êîíöå áóäåò ïîëó÷åíà êîí�îðì-íàÿ òåòðàýäðàëüíàÿ ñåòêà ñ çàäàííûì ñëåäîì íà ãðàíèöå îáëàñòè.
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�èñ. 4. Óäàëåíèå âåðøèíû ñ ãðàíè: à) òðåóãîëüíèêè íà ãðàíèöå îáëà-ñòè; á) îáîëî÷êà èç òåòðàýäðîâ; â) ïåðåíîñ âåðøèíû âíóòðü îáëàñòè;ã) ðàçáèåíèå ïèðàìèäû.4. �åãóëÿðíîñòü ïîñòðîåííûõ ñåòîêÂ ïðåäëîæåííîì ìåòîäå â ïåðâóþ î÷åðåäü èñïîëüçóåòñÿ àëãî-ðèòì ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà, êîòîðûé ñòðîèò á�îëüøóþ ÷àñòü ñåòêè.Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðàçãðóáëÿþùèåñÿ è ðåãóëÿðíûåñåòêè, îäíàêî íå ãàðàíòèðóåò èõ ïîëíîå ïîñòðîåíèå. Âòîðîé, íàäåæ-íûé àëãîðèòì ñòðîèò íåðåãóëÿðíûå ñåòêè. Òî åñòü ìåòîä íå ìîæåòãàðàíòèðîâàòü ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðíûõ ñåòîê. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåãó-ëÿðíûõ òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâà îñíîâíûõïîäõîäà: ïðåäâàðèòåëüíîå ïåðåñòðîåíèå è óëó÷øåíèå ïîâåðõíîñòíîéñåòêè [10℄; è ïîñëåäóþùåå ïåðåñòðîåíèå ïîëó÷åííîé ñåòêè [14, 15℄.Åñëè äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è ñîõðàíåíèå ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãó-ëÿöèè íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì, òî ïåðåñòðîåíèå ñåòêèïîçâîëèò ïîëó÷èòü ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòíóþ ñåòêó. �åãóëÿðíîñòüïîâåðõíîñòíîé ñåòêè ïîçâîëÿåò àëãîðèòìó ïðîäâèãàåìîãî �ðîíòà
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